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ESPACES DE BANACH STABLES 

PAR 

J.-L. KRIVINE ET B. M A U R E Y  

ABSTRACT 

We define the notion of "stable Banach space" by a simple condition on the 
norm. We prove that if E is a stable Banach space, then every subspaee of 
L~'(E) (1 -< p < oo) is stable. Our main result asserts that every infinite dimen- 
sional stable Banaeh space contains P, for some p, l<p<0o.  This is a 
generalization of a theorem due to D. Aldous: every infinite dimensional 
subspace of L t contains P, for some p in the interval [1, 2]. 

Introduction 

L'origine de ce travail est un r6sultat r6cent de D. Aldous [1]: tout sous-espace 

de dimension infinie de L ~ contient un espace I p pour  un p -> 1. 

La preuve d 'Aldous  repose de fagon essentielle sur des techniques proba-  

bilistes. Nous donnons ici une d6monstrat ion "abs t ra i te"  de son r6sultat, ce qui 

permet  de voir qu'il  est valable pour  une classe d 'espaces de Banach 

(caract6ris6e par  une condition sur la norme)  que nous appelons "espaces 

stables". (Cette terminologie est issue de la th6orie des modules, cf. les th6ories 

stables de S. Shelah; il e n e s t  de m6me de la notion de " t ype"  qui joue un r61e 

essentiel dans ce travail; r61e qui est jou6 par  les "mesures  al6atoires" dans 

l 'article d 'Aldous.)  Ces espaces stables semblent  d'ailleurs pr6senter un certain 

int6r~t en eux-m~mes. 

Les espaces de dimension finie, les espaces L p (1 _-< p < oo) sont stables, et tout 

sous-espace d 'un espace stable l 'est aussi. De plus, si E est stable, LP(E) l 'est 

6galement si 1 -< p < oo. 

Dans la part ie  I, on d6finit les espaces stables et les espaces de types; dans la 

partie II,  on montre  essentiellement le r6sultat qu 'on  vient d ' indiquer sur L p (E).  

Dans la part ie  III ,  on 6tudie les op6rations sur les types (essentiellement le 

"produi t  de convolut ion" qui est un prolongement  aux types de l 'addition dans 

l 'espace de Banach).  On donne aussi un crit~re pour  que l 'espace de Banach E 
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contienne l ~, sous forme de l'existence de certains types, appel6s/P-types. Dans 

la partie IV, on montre l 'extension du th6or~me d'Aldous, ~ savoir: tout espace 

stable de dimension infinie contient I p pour un p -> 1. 

Le lecteur int&ess6 principalement par ce r6sultat pourra laisser de c6t6 la 

partie II, dont ies parties III et IV ne d6pendent pas. 

Le pr6sent article est le d6veloppement des r6sultats annonc6s dans [10]. 

Entretemps, D. J. H. Garling a publi6 une version de ces r6sultats, assez 

diff6rente de la n6tre [6]. 

Plusieurs r6sultats int6ressants concernant les espaces stables ont 6t6 

d6montr6s depuis la parution de [10]. Guerre et Laprest6 ont montr6 dans [7] 

que ies espaces stables sont faiblement s6quentiellement complets. I1 en r6sulte 

qu'un espace stable est r6flexif d~s qu'il ne contient pas de sous-espace 

isomorphe h It. Raynaud a donn6 dans [14] de nouveaux exemples d'espaces 

stables: tout quotient de l~ est stable si 1 < p < 0% les espaces de Lorentz L ~'q 

sont stables. Raynaud a par ailleurs donn6 pour les espaces super-stables un 

th~or~me de representation analogue ~ notre corollaire du th6or~me 11.3, e t a  

montr6 que L~(E)  (1 _-<p < ~o) est superstable lorsque E est superstable. 

Partie I 

Soit E un espace de Banach s6parable. Pour chaque a C E, soit ~-o : E -* R+ la 

fonction d6finie par ~'o (x) = [[a + x [[; ~'o est appel6 le "type sur E r6alis6 par a " .  

Posons/Z = {~-o ; a E E} C R+ ~. On munit R+ ~ de la topologie de ia convergence 

simple sur E (topologie produit). L'application a--~1"o est alors un 

hom6omorphisme de E (muni de la topologie forte) sur/Z. 

La fermeture de/Z dans R+ ~ sera appel6e espace des types sur E et not6e 3.  Un 

type sur E est done une fonction ~ : E ~ R+ telle qu'il existe une suite a. E E et 

un ultrafiltre ~ sur N tels que ~'(x) = lim~, [[a. + x [[ pour tout x E E. Notons que 

la suite a. peut toujours 6tre prise born6e dans E (elle est born6e "pour presque 

tout n "  au sens de l'ultrafiltre 0//). On a done 7 = lim~, ~-.. dans l'espace 3.  Dans 

la suite on identifiera /~ et E, et on 6crira done ~-= lim~ a.. 

On pose 3 ,  = {z E 3 ;  r(0) _--< r} pour r ~ R+. Alors 3 ,  est compact: en effet, on 

a toujours r(x)=< ~'(0)+ IIx U pour x E E (c'est 6vident si ~" E/~, d'o/l le r6sultat 

par densit6 de E dans 3 )  done 3,  est ferm6 dans le compact II,~E [0, r + IIx Ill. 

L'espace 3 est localement compact: en etiet, si r0 ~ 3 et 1"o(0)< r, alors 

{z E 3 ;  1"(0)< r} est un voisinage ouvert de ro contenu dans le compact 3,.  

3 est m3trisable et s3parable: en etiet, les types sur E sont des fonctions 

lipschitziennes: si tr E 3,  on a I t r ( x ) -  tr(y)[ =< II x - y II pour x, y E E (c'est 
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6vident si or E/~, d'o~ le r6sultat par densit6 de/~  dans 3"). I1 en r6sulte que, si A 

est une partie d6nombrable dense de E, on peut consid6rer 8 comme un 

sous-espace de RA+ muni de la topologie produit, qui est un espace m6trisable et 

s6parable. 

DI~FINrrlON. L'espace de Banach s6parable E sera dit stable si, quelles que 

soient les suites bom6es  as, b. E E et les ultrafiltres ql, OF sur N, on a 

lira lim II am + b. l[ = lim Jim II am + b. II. 

(I1 suflit 6videmment qu'on ait cette 6galit6 pour toutes les suites born6es as, b. 

d 'une partie dense de E.) 

I! est clair que tout sous-espace d'un espace stable l'est aussi. Soient E un 

espace stable, or, ~" deux types sur E, avec or = lim~, am, ~" = limv b. (am, b, 6tant 

des suites born6es de E).  On pose 

[tr, r = !!._.ram lim_m I[am + b, It 

ce qui d6finit une application de f f  x f f  dans R§ Toutefois, cette d6finition n'est 

valable qu'/~ condition de v6rifier que: si or = lim~, am = lim~, a "  et ~" = limvb. = 

limv, b" (am, a ", b., b" suites born6es dans E ;  q/, ~ q/', OF' ultrafiltres sur N) alors 

lim lim II a,. + b. II = lim lim I1 a',l+ b'll. 
'V" '~r 'V" '~d' 

Or le premier membre est 

.--~lim or(bN) = lim lim Ila'm+ b.l[ = lim lim I ] a ' +  b. [I 
n ~  m ~  m ~  n ~  

' V  ~ qr/ '  ~-/ '  ' I /  

(par d6finition de la stabilit6) 

= lim z ( a ' )  = lim lim I la '+ b'll 
r a ~  m ~  r l  - - ~ o  

a t / .  ~ / .  ~./. 

ce qui donne le r6sultat cherch6 en appliquant encore une fois la d6finition de la 

stabilit6. 
On a 6videmment [or, 1"] = [r or] pour or, r U 3-. La propri6t6 essentielle de 

cette fonction est donn6e par le 

TH~Og~ME. Pour or fix(, la fonction r ~ [or, r]  est continue sur 8 .  Autrement 

dit, [tr, r]  est une fonction sdpar~ment continue sur 8" x 8". 
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Cela r6sulte du lemme classique: 

LE~m.  Soient ~Y un espace mdtrique, D une pattie dense de ~r et dp : ~r--. R 

relic que: si �9 E ~'et  8. E D, ~. --* ~', alors d?(8.)--* d?(~). Alors t~ est continue sur 

~r. 

On applique ce lemme avec D = /~  (espace des types r6alis6s dans E )  (h(1") 

6tant la fonction z--~ [tr, ~']. On v6rifie rhypoth~se du lemme: soit b. E E tels 

que T,n "--> ~'. On a done ~'(x) = limll b. + x II pour tout x ~ E. Done, par d6finition 

de [~, T], on a [tr, ~-] = lim~, tT(b.) quel que soit l'ultrafiltre ~ non trivial sur N; ce 

qui implique que tr(b.)---> [tr, ~'], quand n--->oo; autrement dit [(r, ~'bn]--*[tr, 1"]. 
C.Q.F.D. 

Le th6or~me suivant donne une d6finition de la stabilit6 qui ne fait pas 

intervenir d'ultrafiltre. 

THEOR~ME. Pour un espace de Banach s~parable E, les conditions suivantes 

sont ~quivalentes : 

(1) E est stable. 

(2) Ouelles que soient les suites born~es am, b. ~ E, il existe deux ultrafiltres 

all, T" non triviaux sur N tels que 

lim lim [[ as + b. ]] = lim lim II am + b. II. 

(3) Ouelles que soient les suites borndes a~, b. E E, on a 

sup Ir a .  + b. II--> i n f  II a .  + b~ II. 
m < n  

Evidemment (1) ==> (2); (2) ==~ (3) car 

sup II am § bo II --> lira !imm II am + b. [[ = lim lira II am + b, [[ > inf I[ a~ + b~ II. 
m < n  m ~  n---*o~ m ~  m > n  

Reste ~ montrer que (3) ==> (1): 
On suppose done que l'on a 

lim t im II a,,, + b,, II ~ ,,,.-.+lim lim,,._,+ II a., + b,. II, 

et que, pour fixer les id+es, le premier membre est strictement sup+rieur au 

second. On a donc 

li++m lim_m II a ,  + b. II > c > d > Hm limm II a,. + b, II. 
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Ii existe done X ~ OR et Y ~ ~ tels que: 

hEY ~ limlla.+b, ll>c; m~X ~l iml la .+b .  ll<d. 

On d6finit d e u x  suites d'entiers mo, mr,-" ", m~ , . - . ;  no, n~, . . . ,  nk,'" �9 et deux 

suites d6croissantes de parties de N: 

Y = Y o D  Y, D"-D Yk D ' " ,  XDXoDXID...DXk D-..; 

XE E OR, YE E ~, ceci par r6currence sur k : on choisit no E Yo = Y; on pose 

Xo=Xn{m~N;l la .+b~l l>c}  puis on choisit m o ~ X o ;  on pose Y , =  

Yon {n E N; II a,,~ + b, II < d} (noter que m0 E X, done Y, ~ og). 

En g6n6ral, ayant d6fini X~_, et liE, on choisit nk ~ Yk; on pose X~ = 

x ~ ,  n {m ~ N; II a .  + bo~ II > c } (noter que nk E Y, done XE E 0R); puis on choisit 

mE EXE et on pose YE+, = Yk N{n ~N;lla~ + b . l l < a } .  On  a done mE EXE, 

n ~ Y k  pour tout k;  si k=<l, on a m t ~ X k  (car m t ~ X ~ C X ~ )  et done 

I[ a,,, + b.~ [I > c; done infk~, 11 a,., + b,~ II--> c; si k > l, on a nk ~ YH (ear 

n~ E Yk C Y,+,) done II a,~, + b., II < d. Par suite, supk >, II a., § b,~ II---- d. On a done 

sup,<~ I1 a~,, + b,, II < infk~, Ila., + b., IIce qui contredit  (3). C.Q.F.D. 

Pour terminer cette section, on donne quelques exemples simples: 

Co n'est pas stable: soient e, la base canonique de co, et f,  = eo + e, + �9 �9 �9 + e, ; 

on a II em+ f, II -- 2 si m < ,,, -- 1 s i m  > n, done la condition (3) du th6orbme 

pr6c6dent n'est pas satisfaite. 

Plus g6n6ralement, un espace X isomorphe ~t co n'est pas stable. C'est clair 

d'aprbs ce qui pr6cbde si d(X ,  Co) < 2. Dans le cas g6n6ral, on utilise le fait que, si 

X est isomorphe ~ co, il contient pour tout e > 0  un sous-espace (1 + e)- 

isomorphe ~ co ([8] ou [11], p. 97). 

Tout espace de dimension finie est stable 

12 est stable. Puisque IIx + y II 2 -  IIx I [ - I ly  If = 2<x, y>, on aura en posant 

a = l ima, , ,  b = lim b, (limites faibles), 
m ~  n ~  

~/l / / "  

lira lira (llam § b. ll2-11a, ll2-11b, ll=)=<a,b> 

-- !im l im (11 a .  § b~ I[ -II a,~ I1" -II b. ID. 

L'espace L ~ est stable: en effet, la fonction e -jl~-yhl est de type positif sur L 1. 

Done il existe une application U de L 1 dans la boule unit6 d 'un espaee de 
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Hilbert H telle que e -'-yll = (U(x) ,  U(y))  pour x, y E L ~. Soient alors a,,, b. 
deux suites bom6es de L ', q / e t  oF des ultrafiltres sur N; posons ~ = lim~, U(a, ,) ;  

7/= limv U(b.) (limites pour la topologie faible dans la boule unit6 de H).  On a 
alors imm6diatement: 

lim l ime  -Ipo..-~.~l = (~:, ~1 ) = lim l i m e  -ilo.,-bu. 

I1 en r6sulte que 

, m  lim Ila. - b. l l=lim lira I l a - - b . U =  -Log(f ,  r/). C.Q.F.D. 

En fait, l'espace L pes t  stable pour 1 _--<p < +oo: pour 1 _-<p _-__2, cela r6sulte du 

fait que L p est isom6trique ~l un sous-espaee de L '  ([3] ou [12] p. 212). Dans le 

eas g6n6ral, cela r6sulte de th6or~me 11.2. 

Partie II 

Dans eette section, on donne deux th~or~mes permettant  de eonstruire des 

espaees stables: 

TH~OR~ME II.1. Soit E. (n E N) une suite d' espaces de Banach stables. Pour 
1 <= p < + ~, la IP-somme de ces espaces est un espace de Banach stable. 

Soit E la /P-somme des E.. Done, si f E E ,  on a f E I I ,  eNEj et Ilfl ' = 
ET=oll/(i)ll p. Les f E E telles que f ( i )=  0 saul pour un nombre fini d'entiers i 
forment un sous-espace dense D de E. 

Soient fm, g, deux suites de D, IIf,, J], Jig. II --< 1 et 0//, o//deux ultrafiltres sur N. 
On pose 

Jim ~ II[., (/)lip = aj ; lira IIg. (/)IF =/3~. 

Quand j---*0o, aj ~, a e t  /3j ~/3. Pour e >0 ,  fix6, il existe donc No tel que 

a =<ai--<a + e  p, /3_-</3j_-</3+e p pour tout j-~No. On a done 

lim ~ Ilf,.(i)llp<-ep; lim ~ Ilg.(i)ll"<=e p 
m~* No<i</ "~'~ No<i<i 

pour tout j > No. 

O n  a 

Ill, + g, II p = II[~, (i) + g, (/)ll p + ~ [[[m (i) + g. (/)ll p + ~ Ill, (i) + g, (/)ll p. 
i ~ No No<i <j t i~i 
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On fixe un entier m;  pour ] assez grand, on a f ro ( i )=0  si i =>j, donc 

II[~ {i) § g. (i)[I ~ = ~ [[g. (i)1(. i~i iX] 

Pour un tel choix de j, on a donc 

limn._.~ Ilfm + g. [I v = ! im ( [[[m(i)+g.(i)HP+ So<,<, ~ [[[m(i)+gn(i)ilP) +/3j" 
*V 1" a 

Or on a (in6galit6 triangulaire dans E):  

On fait tendre n vers + oo suivant l'ultrafiltre o//. On a vu que le second membre a 

alors une iimite=<e. Donc, en appliquant l'in6galit6 l a p - b  p[_-< 

p[a - b Isup(a p-I, b p-') (a, b ER+)  et en remarquant que 

(~/ )I/p (~/ )lip ( ~ i  )lip 
IIr . - < i ,  llgo(i)ll" _-<1 et l l # . ( i ) §  . _-__=, 

on trouve 

Mais, par le choix de ], on a ENo<,<,II/m (i)11" = xN(,<,[[/. (i)11 ~. On obtient donc 

[ -:im = ,,.,,,+,.,,,Ir = ,,.,,,,P- 
~V" ~V" i~N~ i>N~ 

En faisant tendre ] vers + 0% on peut remplacer/3j par/3 dans cette in6galit6. On 

fait alors tendre m v e r s  + oo suivant l'ultrafiltre a//; on a: 

lim ~ [I.fm(i)lt p = a ~  

et, par le choix de No, on a l ~ , - a [  < e". Donc: 

[ l im !i._mm [I/n, + g. [[ '--l im lira ~', [[.fm ( i )+  g. (i)[[P - a - /3 ]  < e p + 2"-'pe. 
& 

On montre de m~.me l'in6galit6 obtenue en intervertissant l im et lim. Mais, 

comme chaque E~ est stable, on a ~ " ~  

lira lim E [[fm(i)+g-(i)[[ p = l im lim E H[m(i)+gn(i)l{ p. m~all n--~orlr i<=N ~ n,--~ m~.,~ i~Ni p 
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Quand e--~ 0, on obtient donc 

l im !imm ]lfm + g. []P= lirn l im ]]fi~ + g. []P. C.Q.F.D. 

On se propose maintenant de montrer le 

TH~OREME II.2. Si E est un espace de Banach stable alors L P ( E ) l' est aussi 
pour l = < p <  +00. 

Pour cela, on montre d'abord un th6or~me de repr6sentation des fonctions 

s6par6ment continues sur un produit de compacts m6trisables. 

TH~OI~ME 11.3. Soit ch : K X K'--'* R u n e  fonction s~par~ment continue 

bornde, K et K'  ~tant des compacts mdtrisables. Alors il existe un espace de Banach 

r~flexi[ ~g et deux applications born~es U : K ~ ~g, V : K'---* ~g* telles que 

~b(x, y) = (U(x) ,  V(y)) quels que soient x ~ K, y E K'. 

LEMME II.1. Avec les hypotheses du thdor~me 11.3, la fonction ~b est de 

premidre classe de Baire (limited' une suite de fonctions continues sur K • K'). 

Soit d u n e  distance sur K ;  pour a E K, soit X:(X) = sup{1/n - d(a, x),0} qui est 

continue sur K, > 0  pour d(a, x)<- 1/2n et nulle pour d(a, x ) ~  1/n. Soit (aT)~E,. 
une famille finie de points de K, telle que tout point de K soit ~ une 

distance_- < 1/2n de l'un d'eux. Posons fT(x) = X:7 (x)/EJ~,.X~7 (x). La famille 

(fT)i~. forme, pour chaque n, une partition de l'unit6 sur K. On pose aiors 

~b. (x, y) = Y,~. 4~(a 7, y)/7(x). I1 est clair que ~b. (x, y) est continue sur K x K '  et 

on v6rifie ais6ment que, pour y fix6, 4~. (x, y) converge (uniform6ment en x) vers 

~b(x, y). C.Q.F.D. 

On d6finit alors un op6rateur lin6aire T:qg(K)*--*CC(K ') en posant 

(T/x)(y) = fKck(x, y)/~(dx) pour toute mesure born6e /x sur K (/x E ~(K)*).  

Comme ~b est continue en y pour chaque x fix6 dans K, et born6e, une 

application imm6diate du th6or~me de Lebesgue montre que (T/.t)(y) est une 

fonction continue de y. 

Si 1, E qg(K')*, on a 

d'apr~s le th6or~me de Fubini (applicable puisque 4, est bor61ienne sur K • K'). 

Comme (T/z, u) = (/x, T ' u ) ,  on voit que T*v est la fonction x--.~fK,~b(x,y)v(dy) 
qui est continue sur K (m6me preuve que pr6c6demment). T* envoie donc 

~(K')*  dans qg(K). I1 en r6sulte que T e s t  un op6rateur faiblement compact 
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(remarque: on volt facilement que la r6ciproque est vraie ~ savoir que, si 

U : C~(K)*---~ ~ ( K ' )  est faiblement compact, il y a une fonction 0 : K x K'--->R 

s6par6ment continue born6e, telle que (U/x)(y) = f r  $ (x, y)t t  (dx)). D'apr~s [5], 

T se factorise par un espace r6flexif ~g. On a donc T =  h o j, j : C~(K)*---~ ~, 

h : ~g --+ ~ (K ' ) ;  & d6signant la mesure de Dirac au point x, on a alors 

,/,(x, y) = (TS,, 8,) = (h oj,5,, By) = (iS,, h *By) 

ce qui montre le th6or~me 11.3 avec U(x)  = iS,, V(y) = h *By. C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. Pour que l' espace de Banach E soit stable, il [aut et il suffit qu ' il 

existe deux applications born~es U : B --> ~g, V : B ~ ~g*, B (rant une partie dense 

de la boule unit( de E et ~g un espace r(flexi[, relies que [Ix + y II p = (U(x),  V(y)) 

pour x, y ~ B (p r(el > 0). 

La condition est nScessaire: si E est stable, soient 5r l'espace des types sur E, 

et ffl = {~" ~ i f ;  ~(0) -< 1}: ffl est compact et B C ff~. En appliquant le th6or~me 

11.3 h la fonction [tr, ~']P sSpar6ment continue sur if, x 5-~, on voit qu'il existe un 

espace r6flexif * et deux applications born6es U : ff~---~ ~', V : f f ,  ~ ** telles 

que [tr, ~']P = (U(tr), V(z)); en particulier, en prenant pour tr, ~" les types rSalisSs 

par x ,y  ~ B ,  on a IIx +yl l  p - - (U(x) ,  v(y)) .  

La condition est suflisante: soient x,,, y. ~ B e t  a//, o//- deux ultrafiltres sur N. 

Les parties born6es de *, ~* 6tant relativement faiblement compactes, il existe 

s~E ~, ~ E ~* tels que U(x,~)---~:; V ( y , ) - * r ~  (limites faibles). Alors 

lim lim Ilxm + y. II p = lim lira (U(x,,) ,  V(y.)) = (~, , )  
m ~  n ~  m - - ~  n ~  

et de m~me 

Zim l im Ilxm + y. tt p =<g, n> 
all 

ce qui montre que E est stable. 

LEMME 11.2. Soient E un espace de Banach stable, ~r l' espace des types, J- le 

compactifi( d'Alexandroff, et 1 <= p < 2. Alors on a 

IIx+y l l ' - I lx l lP-I ly l lP=( l lx l l l l y l l )p '24 , (x ,y )  

a un prolongement born( s(par(ment continu sur # • #. 

(On rappelle que E est un sous-espace dense de 5.) 
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I1 existe C > 0 (d6pendant de p)  tel que l'on ait 

[ I t + u l . - l t l , - l u l . l < = c ( l u l l t l , - ' ^ l t l l u l  ,-' ) pour t, u E R .  

I1 en r6sulte que, pour x, y E E on a 

IIIx § y II p - IIx II ~ - I l y  liP[ <-- c ( l l x  II Ilyll p-' ^ Ilyll Ilx I1'-') 

(en effet, si Ilx § p >-o on a 

IIx + yll p - I I x  II ~ - Ily IIp -< ([Ix II + Ily I lY ' -  IIx IIp - Ily IIp 

et on applique l'in6galit~ pr6c~dente; si IIx + Yll p -Ilxll  p -Ilyl[ p _-<0, on  a 

0---- IIx U ~ + l ly  IIp - I I x  + yll p --< IIx I1' §  II ~ - [llx I I - I ly  II1 p 

et on applique de nouveau l'in6galit6 pr6c~dente). 

Autrement  dit, si x, y ~  0, on a 

IIx + yll p - IIx II ~ - I l y  IIp = IIx ll"21ly II p'2 6(x ,  y)  avec 

(1) I~b( x, Y)I =< C( ( l l x  II/11Y II) '-p'= ^ (IIY II/ l lx II)'-"'~). 

On d~signe par 0 le type r6alis6 par O. La fonction 

,t,(~, y)  = (llx + y II p - I I x  I1' - I l y  I1")11 x I1-"'~11 y I1 -"'~ 

d6finie sur (E - {0}) x (E - {0}) a un prolongement s6par6ment continu 

( 3  - {0}) x (~r - {0}) donn6 par 

4,(0, ",') = ([o-, ~-I p - ,7(0)" - ~-(o)p)o-(O)-p'~-(o)-p'2. 

Comme E -{0} est dense dans ~ -  {0} on a, d'apr~s (1): 

(2) I 4,(o, ~')t =< c((o ' (o) /~ ' (o))  '-p'~ ^ (~(0) /~ '-p'2) 

et par suite I~(~,~)1_-< c. 
On a ~ = @ t.J {o0}. On prolonge ~b(tr, ~') ~ ~ • ~ en posant d~(tr, z) = 0 si tr 

o u r  est soit 0, soit oo. On a donc ainsi une fonction born6e sur ~ • ~. Par 

ailleurs, grace ~ l'in6galit6 (2) (en remarquant que l - p / 2 > 0 )  on voit 

imm6diatement que ce prolongement est encore s6par6ment continu (si cr--~ 0 

ou oo, alors o'(0)---~ 0 ou 0% donc, z restant fixe, d~(tr, ~')---~ 0). C.Q.F.D. 

LEMME 11.3. Soient E un espace de Banach stable, ~- le compactifi(. 

d 'Alexandroff  de l" espace des types, et p >= 1. On a alors 
k 

I Ix+yl lP-I lx l lP-I ly l l .=~l lx l lo ,  llyllp-o,~.,(x,y) pourx, y E E ,  
i = 1  
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avec 0 < a, < p, et qb~ : E • E ~ R a un prolongement  s~par~ment continu born~ 

sur ~ x ~ 

Si 1 _--- p < 2, le lemme pr6c6dent donne le r6sultat (avec k = 1, a, = p/2).  I1 

sutfit donc de montrer que, si le lemme est vrai pour p, il l'est pour 2p. Or on a 

k 

IIx § yll p -- IIx II" § Ily II p + ~ Ilxll~ y) 
i = l  

donc 

II x + y II 2p = Ilx II =" + II y II =p + s 

oh S est une somme de carr6s de termes de la forme II x II ~, II y II p ~' 4,, (x, y) et de 

doubles produits. On v~rifie ais6ment que chacun de ces termes est de la forme 

voulue. C.Q.F.D. 

L~rvnvlE I1.4. Soient E un espace de B a n a c h  stable et p >- 1. Alors  il existe des 

espaces r~flexifs ~g, (1 <= i <- k ), des r~els a, (0 < a, < p)  et des applications 

U~ : E ---~ ~g~, Vj : E --* ~g * tels que l '  on ait pour x, y U E : 

k 

IIx + yll p - I l x  II ~ - I ly  II" -- ~ (U, (x) ,  v, (y)) 
i = l  

et 

II U,(x)ll~ CllxlP'; l[ V,(y)ll ~ cl ly  I1"-% 

D'apr~s le lemme precedent, on a 

k 

II x + y I1" -II x I1" -II y I1" = ~ II x II ~, I1 y I1"-~ 4,, (x, y ), 
i = l  

~, ayant un prolongement s6par6ment continu born~ h l'espace compact 

m6trisable 03 x 03. D'apr~s le th6or~me 11.3, il existe un espace r6flexif *,, et 

deux applications born6es u, : 03---~ ~,, v, : 03--* ~* telles que l'on ait ~b, (x, y) = 

<u,(x) ,v~(y))  pour x ,y  • E  (en fait, pour x,y E 03). I1 suttit de poser U~(x)= 

II x II',u, (x); v, (y) --II y IIP-~ (y) pour avoir le r6sultat cherch6. C.Q.F.D. 

On peut alors d6montrer le th6or~me 11.2; soient E un espace de Banach 

stable, p u n  r6el => 1; L P ( E )  est le compl6t6 de l'espace des fonctions en escalier 

f :  [0,1]---~ E pour la norme II/II-,,E, = (f'ollf(t)ll'dt) ''p. Soient donc q/, T" deux 

ultrafiltres sur N et f,,, g, deux suites de fonctions en escalier sur [0, 1] ~ valeurs 

dans E, Ilfm IL,,~,,llgo II~,,E,----1. On se propose de montrer que 
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ou, ce qui revient au m6me: 

l i m  lira (ll[m + g.U p - Ilfm IIp - IIg. liP) = lira l i ra  (11[- + g . l (  - I1["` IIp - IIg. II'). 
~/ 'I/" "/z" 

Or on a d'apr~s le lemme 11.4: 

II/- + g.  II p -II f -II  p -I[g. II p -- (ll/m (t)  + g.  (t)ll" -II /m (t)ll p - I I g .  (t)l~')dt 

• 
= (U, o fro(t), V, og,(t))dt 

i = l J 0  

t 

(noter que toutes les fonctions qui apparaissent sous le s ignef  sont des fonctions 

en escalier sur [0, 1]). 

I1 suflit donc de montrer que 

Io 1 io lira lira (U~ of"` (t), V, (t))dt =lira  lira (U~o.fm(t), V~og~(t))dt. 

Or, U~ o fro, 1/, o g, sont des fonctions en escalier sur [0, 1] h valeurs darts ~g, (resp. 

~*) .  O n  a II U, of"` (t)ll--< CII/. .  (t)[l~' ; II V,o g.  ( t ) l f -  CIIg. (t)ll p-~'. O n  pose  p, = 
p / a ~ > l  et q ~ = p / ( p - a , )  (p,,q, sont conjugu6s). Comme Uf"`UL.,~)- 
f~o[I/m (t)llPdt -< 1, on voit que II U, ~ I1~,,~,, < C. De m6me II v, og, II~,,~:,--< c.  On 

pose ~ = LP,(~,). ~, 6tant r6flexif et p, > 1, on sait que ~: est r6flexiI, et que 

~*  = Lq,(~'~). Par ailleurs, U~ of .  ~ ~, 1/, og. E ~*  et on a 

o' (U,  of.. ( t) ,  V~ o g.  ( t ) )d t  = (U~ of.., V~ o g.  ). 

La boule de rayon C de ~ est faiblement eompacte, donc U~ o fro a une limite 

faible ~ suivant l'ultrafiltre 0//; de m~me V~ o g. a une limite faible 71 suivant 

rultrafiltre ~ On a donc imm6diatement 

li_~m li_~m (U~ of,,  V, og. ) =  (~,-t/) = li_~m lim m (U~ of,,, V, og,). C.O.F.D. 
aa ~" 9 /  "e" 

Partie III. Operations sur les types 

Soient E C F deux espaces de Banach, cr un type sur E et ~: E F. On dit que 

r6alise le type cr sur E si on a [[~:+xll=~r(x) pour tout x E E .  II r6sulte 

imm6diatement de la d6finition des types sur E que tout 616ment d 'une 

ultrapuissance de E r6alise un type sur E, et r6ciproquement, que tout type sur 

E est r6alis6 darts une ultrapuissance de E. 
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Si o. est un type  sur E et A E R, on d6finit le type Ao. en posant :  )to" = 0 si 

A = 0  (0 est le type  nul sur E, c 'es t -~-dire  celui r6alis6 pa r  0); (Ao . ) (x )=  

{ A { tr(x/A ) pou r  x E E si A ~ 0. Il est clair que,  si tr est r6alis6 pa r  ~ ~ F, alors ao. 

est r6alis6 pa r  A~. 

Cons id6rons  ma in t enan t  un espace  stable E, a E E et o. un type  sur E. O n  

d6finit un type  not6  o. * a en posan t  pour  tout  x E E : (o. * a)(x) = o"(a + x) ;  si 

o" = lim,u a,, (a,. ~ E, 0//ultrafi l tre sur N) on a (o" * a)(x) = lim~ Ila,, + a + x 1[ ce 

qui m o n t r e  que  o " * a  est b ien  un type  sur E ;  et aussi que  ( o " * a ) ( b ) =  

(tT * b )(a ). 

Soit ~" = l im~b,  un au t re  type sur E (b, E E, ~ ultrafil tre sur N). On  d6finit 

alors le "p rodu i t  de convo lu t i on"  des deux types  o", r qui est un type  sur E not6 

or * ~" en posan t  (~  * ~')(x) = [cr * x, ~'] pou r  tout  x E E. Par  d6finition du [ ], on  

a (o" * ~')(x) = l im~ (o" * x)(b,) donc (o" * ~-)(x) = lim~ (o" * b.)(x) pour  tout  

x ~ E. Cela  m o n t r e  que  o" * ~" est un type  sur E, puisque  c 'es t  la l imite,  suivant  ~ ,  

de la suite de types  or * b,. De  plus, ce t te  6galit6 s '6crit  

(or * ",')(x) = lira o.(b,, + x )  = l im  !!m [{am + b,, + x {1. 

D ' ap r~s  la stabilit6 de l ' e space  E,  on en d6duit  

(o. * ~ ')(x) = limm l i ra  {1 a,. + b. + x {1 = [~" * x, tr]. 

I1 en r6sulte que  or * ~" = ~" * or, le p rodu i t  de convolu t ion  est commuta t i f .  

Le  produi t  de convo lu t ion  est une  appl ica t ion  s 6 p a r f m e n t  con t inue  de f f  x f f  

dans  f f :  en effet,  il suttit de v6rifier que,  pour  o. et x fix6s r e spec t ivemen t  dans  f f  

et E, (o. * r ) ( x )  est fonct ion con t inue  de ~-; ce qui est clair pu isque  (tr * ~ ')(x) = 

Si a E E ,  on a ( c r * ~ - ) * a = c r * 0 " * a ) :  en effet, pou r  x ~ E ,  on a 

( ( o . * r ) * a ) ( x )  = ( o . * ~ - ) ( x + a )  = [ o . * ( x + a ) , ~ ' ]  = [ ( o . * x ) * a , r ]  = 

[cr*x ,z*a]  = ( o . * ( ~ ' * a ) ) ( x ) .  

Si ma in t enan t  on p rend  o . ' E f f ,  on a ( c r ' * t r ) * z = l i m ~ ( o r ' * t r ) * b .  

(continuit6 s6par6e du produi t  de convolu t ion)  = l i m r  o.' * (o. * b , )  = 

o.' * l i m r  (o. * b . )  = ,7' * (o. * ~'). Le  p rodu i t  de convolu t ion  est donc  associatif.  

N o t o n s  6ga lement  les identi t6s [Ao., Az] = A [o., ~']; (Ao.) * (A~') = A (o. * r )  pou r  

AER.  

Consid6rons  un espace  stable E et une  suite tr,, o.2, "" ", o.k, �9 �9 de types  sur E. 

Soient  F 3 E un espace  de Banach ,  et ~ , , . . . ,  ~ k , " "  E F. O n  dira que  (~k) est 

une suite de vecteurs ind~pendants sur E, rdalisant respectivement les types o.k sur E 

si on a: 
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(i) 

p o u r x E E  et A , , . . . , A k E R .  

I1 est clair que respace de Banach engendr6 par E , 6 , , . .  ' , 6~ , " "  est alors 

unique (h isom6trie pros). 

I1 existe un tel espace (autrement dit (i) d6finit bien une semi-norme); en effet, 

par rdcurrence, supposons construit l'espace E~ engendr6 par E, 6 , , "  ",6k 

satisfaisant (i). On a tr~,  = lim~,a, (a, ~ E, q/ ultrafiltre sur N). On d~finit 

E~§ = E~ ~)R6~§ (espace vectoriel obtenu en ajoutant une dimension a E~), et 

sur E~+t, on d6finit la semi-norme 

II ~ § A6~+, II = l ~  II ~ § aa,  II pour 7 /~  E~, A E R. 

On 6crit r / =  x + A,6, + " "  + A~6~ (x E E, A , , . . . ,  A~ E R) d'oO 

IIx + x,6, + . . .  + x,6, + A6,+,II = ! ~  IIx + Aa. + A,6~ + " "  + Ak~ ]1 
~d 

= l i m  (,~1~, * . . . *  ,~,cr,)(;~a. + x )  = (,~,cr, * . . . *  ; ~ r ,  * ; ~ r , + , ) ( x )  

ce qui ach~ve la r6currence. 

En particulier, la donn6e d 'un type o- sur E permet de construire (darts un 

espace de Banach F D E)  une suite 6 , , ' "  ", 6k,'" �9 de veeteurs ind6pendants sur 

E, r6alisant t ous l e  type tr sur E ,  l'espace engendr6 par E, 6 , , ' "  ", 6k ,""  est 

unique ~ isom6trie pr~s. On l'appellera le module dtal~ sur E associ6 au type tr. 

Pour tout x E E, la quantit6 IIx + x , 6 , §  § est alors invariante par 

permutation des ai (1 _-__ i -< k) puisqu'elle vaut (A,tr * . . -  * Aktr)(x). 

Un type tr sur l'espace de Banach E sera dit symdtrique sitr( - x) = tr(x) pour 

tout x ~ E (autrement dit, si tr = - t r  en appliquant la d6finition de la 

multiplication d 'un type par - 1). Le seuI type sym6trique r6alis6 darts E est 0 (si 

II a § x II = II a - x II pour tout x E E, et si a E E, alors a = 0). 

L'espace ~ des types sym6tdques sur E est un ferm6 de ~Y. Si E est de 

dimension infinie, il n'est pas r6duit ~ 0 (c'est essentiellement montr6 dans [9]); 

lorsque E est un espace stable, c'est d'ailleurs imm6diat: on prend une suite 

a. ~ E, II a, II = 1 sans sous-suite convergente, et un ultrafiltre q/ non trivial sur 

N. On a ainsi le type tr---l im~a, que l'on r6alise par deux vecteurs 6~, 62 

ind6pendants sur E. Alors 61-62 r6alise un type sym6trique sur E (c'est 

tr �9 ( - o-)): car, s i x  ~ E, on a Ilx + 6, - 6511 = IIx - 61 + 6211 (la norme est in- 

variante par 6change de 61 et ~:2). Or ce type n'est pas nul: sinon 116,-6~1t--0, 
donc 
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~im U 6 - ao II = 0, 

ce qui montre que la suite a, a u n e  sous-suite qui converge (vers ~:i) eontraire- 

ment ~ l'hypoth~se. 
Soient a u n  type sym6trique non nul sur l 'espace stable E, et ~ , , . . . ,  r une 

suite de vecteurs ind6pendants sur E r6alisant le type 0.. Alors, pour x E E, la 

quantit6 ]]x + Aft, + . . .  + Affk }] est invariante par permutation des At, et change- 

ment de A, en e,A~ (ei = -+ 1) (en effet, elle vaut (A,0 .* . . .  * A~o)(x) et on a 

0. = - 0.). En particulier, ~ , . .  -, ~k,'" �9 est une suite basique inconditionnelle de 

constante 1. 
Un type sym6trique o" non nul sur l'espace stable E sera appel6 un /P-type 

(resp. un c0-type) si on a a0. */30- = (a p +/3P)'/P0- (resp. a0- */3o" = sup(a,/3)0") 

pour a,/3 E R+. Si ~,,. �9 ~:k," ' " sont des vecteurs ind6pendants sur E, r6alisant 

le type 0., on a donc 

I lx+  ~ A,~, 11 = I[x+ ( , 2 ,A ,  [P),/p 6111 (resp. [ Ix+ (sup ] at [)~1 II) 

pour x • E et A , , ' . . ,  Ak ER.  Le type r6alis6 par r sur l'espace Ek engendr6 

par E, ~ : , . . . ,  h est done un /P-type (resp. co-type) sur Ek. 

LE~O~m III. 1. Soient E un espace stable, et 0- un type sym3trique non nul  sur E. 

Pour que 0- soit un Co-type ou un I p-type pour p >= 1, il [aut et il suffit que, pour tout 

a E R+, il existe [3 ~ R§ tel que 0- * no- =/30.. 

II est clair que la condition est n6cessaire. Soit alors 0- satisfaisant cette 

condition. En remplag:ant 0- par 0-(0)-'0-, on peut supposer 0.(0)= 1. Soient 
~,, r 6 ,  trois vecteurs ind6pendants sur E r6alisant le type 0.. On a done ][ r II = 1 

(i =1,2 ,3) .  Par hypoth~se, pour tout a =>0, il existe /3 > 0  tel que 

It x + 6 + a6=ll = tlx +/36,11 pour tout x ~ E. Par homog6n6it6 on en d6duit que, 
pour A,/x_---0, il existe un r6el ~b(A,/x)=>0 tel que I I x + A 6 + ~ 6 1 1 =  

IIx + 6(x, ~)611 pour tout x ~ E ;  done A0-*/z0. = 6(A, it)0.. 
L'espace E '  engendr6 par r r ~3 est un espace norm6 r6ticul6 de dimension 

3. Si u, v E E '  sont 6trangers alors II u + v II -- #,(11 u II, II v It); en diet ,  puisque 
~:,, ~:2, ~:3 sont permutables il y a seulement deux possibilit6s: u = Ar v = p,~:2, et 

alors II u + o II -- ~ (x, ~ )  -- ~ (ll u II, II o U ), u = x 6 ,  o = ~ 6  + ~ 6  et alors II u + o II = 
IIx6 + ~ 6  + ,,6U = (A0- �9 t,0- * ~0-)(0) = (A0- �9 6 ( ~ ,  ,,)0-)(0) = 6(A, 6 ( ~ ,  ~)); or 

x --tlu{I et 4,(~,  ~)--I1~11, done Ilu + vii = 4'(llu I1,11~ II). 
D'aprSs un r6sultat de Bohnenblust [2] (on [12], p. 18), il en r$sulte que l'on a 

soit ~.b(A, p.) = sup(A,/x), soit ~b(A,/z) = (A p +/xP) '~~ pour p - 1. D'o~ le r6sultat 

cherch6 puisqu'on a vu que A0- * go- = ~b(X, g)0- pour A, p. U R§ 
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T ~ o ~  III.1. Soient E un espace de Banach stable, ~r un l~-type (resp. 

co-type) surE  (p ~ 1) avec ~ = lim~ an (an ~ E, all ultrafiltre sur N). Alors il existe 

une sous-suite bn de la suite an qui est ~uivalente ?~ la base canonklue de I p (resp. 

Co), et plus pMcis~ment, telle que l'on ait 

( 1 - 2  -k) ;tn] p --- Anbn < 0 + 2 - " )  An] p 

pour toute suite An de Mels nuls sauf un hombre tiM. 

REMAROUE. On d6duit imm6diatement de ce th6or~me que sur un espace 

stable E, il n'existe pas de co-type: sinon E contiendrait un sous-espace (1 + e)  

isomorphe ~ Co, et on a vu plus haut qu 'un tel espace n'est  pas stable. 

On utilise la proposition suivante, qui 6nonce une propri6t6 des types sur un 

espace de Banach quelconque: 

PROPOSITION III.1. Soient ~" = lim~an un type sur l'espace de Banach E 

(an E E, ~ ultrafiltre sur N), F u n  sous-espace de E de dimension time, et 

e, M > O. Alors il existe n tel que l 'on ait ]z(x) -]Ix  + an Ill --< e pour tout x E F, 

Ilxll_-<M. 

En effet, {x E F;  Ilx 11 -< M} est un compact  K. La suite f, de fonctions d6finies 

sur K par fn (x) = IIx + an II est 6quicontinue, donc converge uniform6ment 

suivant l'ultrafiltre 0// (th6or~me d'Ascoli). Comme cette suite converge simple- 

ment vers la function ~, celle-ci est donc sa limite uniforme. C.Q.F.D. 

PREUVE DU THI~ORI~ME III.1. On suppose l] a. II = 1 pour tout n ; soient ~:, ~:1 

deux vecteurs ind6pendants sur E r6alisant le type or sur E. On d6finit par 

r6currence la sous-suite b a , " ' ,  bn ,""  de la suite a,, de la fa~on suivante: 

ayant d6fini b~,-.-,bn, soit En le sous-espace de E qu'ils engendrent.  

Si y = Mb~ + " "  + A,bn EEn  on pose )7 = ( M , . . . , A n ) ~  IP, (donc 

I[Y ][ = (I A, [ p + . . .  + I An J v)'/p). Pour 1 =< m _-< n, on d6signe par E,,~, l 'espace 

engendr6 par b,., b,,+~,. ' . ,  b,. On suppose (hypoth~se de r6currence) qu 'on a: 

(i) lily + xr  (ll ll + Ix I ')" '  ]--< o (IlY II" +Ix  I')"" 

quels que soient y ~ E , , . , ,  l = < m = n  et A E R ;  avec e , . . , = 2  " + 2 - " - ' +  

�9 �9 �9 + 2-". On applique alors la proposition I l i a  au type r r6alis6 par le vecteur ~:~ 

sur l 'espace E + R~ (engendr6 par E et ~) et au sous-espace de dimension finie 
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E.  + Re. On prend e = 2 -"-2 et M = 2/e = 2 n+3. On d6termine donc ainsi un 

616ment de la suite (a . )  qu 'on note b.+~ tel que l 'on ait: 

]llY+,X~+~,ll-Ily+~+b.+,lll<=e pour y E E .  

et a ~ R tels que II y + ,~  II---- 2/~. 
Comme III Y + a~ + ~:,ll-II y + ,,r + b.+,lll ----11r - bo ,  II --< 2 (in6galit6 trian- 

gulaire), on en d6duit que: 

lily + ~ + ~ , l l -  Ily + ~ + b.+lll I =< sup{~, ~ Ily + ~ l l }  

(comme on le voit en examinant les cas II Y + a~r II---- 2/e, II Y + a~ II > 2/e ) 

==- ~ Ily +, ,~ + ~,ll 

(car or est un type sym6trique donc Ily+ar Par 

homog6n6it6 on en d6duit 

(ii) 111Y + ~ +/3r II - II Y + "r +/3b.+, Ill -- ~ II y + , ~  +/3~, II 

quels que soient y E E.  et a,/3 E R. 

Comme o- est un /P-type sur E, on a 

Ily + ,~  +/3~, II--Ily + (l~ I' + I/3 I')"0~ II- 

D'apr~s l 'hypoth~se de r6currence (i) on a: 

lily +(I,~ I" + I/3 I ' ) ' ~ l l -  (lly I1" +1,~1 ~ + I/3 I ' ) "  I 
(iii) 

--< , - . .  (11~ II ~ + I,~ I" + I/3 I') ''~ 

pour tout y E E,... (1 _-< m _--< n). On en d6duit donc, d'apr~s (ii): 

lily +/3b.+, + ,~r (ll~ll" + l~ l"  + I/3 I~ TM I 
--<~lly + a~ +/3~:lll+ e-.. (llyll ~ + l a l "  + I/3 I') '/~. 

Or 

flY + ~: +/3~:,II = flY +(I~ ~ + I/3 I')~II ~ (1 + ~m,.)(llY If" +I~I ~ + I/3 I~) ':~ 

d'apr~s (iii). En substituant dans l'in6galit~ pr~c6dente, on obtient 

II]Y+/3b.+, + ascii- (]l~]l . + l a ]  p +] f l l " )  ~/p I 

---< [ ~ ( 1 +  ~.~~ + ~-..](ll:ll" + I'~ I' + I/3 I")"'. 

Comme e = 2  ' ' -2  et e m . . = 2 - m + 2  " ' + ' ' ' + 2  n, on a e ( l + e , . . ~  

e . . . .  ,. On a ainsi montr6 que: 
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IIIz + ~# l l - ( l l e l l  ~ +1,~ I~) ''~ I ~  ~.§ II ~ +1~1~) ''~ 

quel que soit z E E.,.+,, 1 =< m ~ n e t  a E R. 

I1 reste done ~ montrer  cette in6galit6 pour m = n + 1. Dans ce eas 

z E E.§ c'est-~-dire z =/3b.§ et l'in6galit6 (ii) avec y = 0 donne: 

IIIt3b.+, + ~ l l - ( I t 3 1  ~ + I,~ I~) ''~ I--< e(I,~l ~ +1~  I~) "~ 

d'o~ le r6sultat car e = 2 -"-2 =< e.+L.§ = 2 -"-~. 

On a ainsi donn6 une dffinition par r6currence de la suite (b.), sous-suite de la 

suite (a .) ,  teUe que (i) soit satisfait quels que soient n e t  m, 1 _-__ m =< n. Pour 

a = 0, l'in6galit6 (i) donne alors le r6sultat cherch6. C.Q.F.D. 

R~UAROUE. La dfmonstra t ion n'a 6t6 faite que lorsque tr est un/P- type;  elle 

s 'applique aussi, avec les modifcat ions 6videntes dans les in6galit6s (faire p = oo 

la faqon habituelle) lorsque tr est un c0-type. 

Pattie IV 

On se propose dans cette section de montrer  le 

THI~ORI~ME IV.1. Si E est un espace de Banach stable de dimension infinie, 
alors, pour tout e > 0 ,  il contient un sous-espace (1 + e )-isomorphe ?t I p pour un 

certain p, 1 <= p < + ~. 

Nous 6nonfons tout d 'abord une proposition simple sur les points fronti~res 

du spectre d 'un op6rateur, qui sera utilis6e dans la suite; pour la commodit6 du 

lecteur, on en rappelle la d6monstration. 

PROPOSmON IV.1. Soient E un espace de Banach sur R (resp. sur C), 

T : E ~ E un ol~rateur lin~aire cont inuet  A E R (resp. C) un point fronti~re du 

spectre de T. alors it existe une suite x.  E E, IIx, ll-- 1 teUe que IITx.- Ax. II--,0 
quand n -o  oo. 

L'hypoth~se sur A signifie donc que T - A I  n'est pas inversible, mais qu'il 

existe des A', aussi voisins qu 'on veut de A tels que T -  A'I soit inversible. 

En rempla~ant T par T - A/, on peut supposer que A = 0. S'il n'existe aucune 

suite x. E E, IIx. II = 1 telle que II Tx. I1~0, c'est qu'il existe c > 0  tel que 

II Tx II--> c II x II pour tout x • E. C o m a e  T e s t  born6, T e s t  un isomorphisme de E 

sur un sous-espace ferm6 E ' .  On a E '  r E puisque T n'est pus inversible. Soient 

xo E E ~ une distance => 1 de E ' ,  e t a .  une suite de r6els tendant vers 0 tels que 

T - a . I  soit inversible. Ii existe donc u. E E tel que T u . -  a .u .  = Xo. Alors 
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II~.u. II = I I T u . -  xol l= > 1 clone Ilu. I1 - '~ .  En posant v, -- u , / l l u ,  II, on a IIv. II = 1 
et rv .  - ,,~,,~ = xo/ll u. II, done II rv .  I1- '0-  C .O.~ .O.  

Pour montrer le th6or6me IV. 1, consid6rons un espace stable E de dimension 

infinie. D'apr6s le th6or/~me III.1, il suflit de montrer qu'il existe sur E un type cr 

qui est soit un /P-type, soit un c0-type. D'apr6s le lemme III.1, on est donc 

ramen6 :~ montrer le th6or6me suivant: 

THI~ORI~ME IV.2. Soit E un espace de Banach  stable de dimension in/inie. 

AIors il existe sur E un type ~ symdtrique non nul  tel que, pour tout a E R+ il existe 

f l 'ER+ avec o'* act =/3or. 

On d6signe par .9' respace loealement compact (ferm6 darts l'espaee des types 

8") des types sym6triques sur E. Comme E est de dimension infinie, on a , ~  {0}. 

Etant donn6s a,/3 E R+, une suite ~,, E b~ sera dire (a, 13 )-approximante si on a 

I(tr. * a t r . ) ( x ) - ( / & r ~ ) ( x ) [ < - l / n  quels que soient x E E  et n => 1. 

LEMME IV.1. Si la suite tr. est (a, [3)-approximante alors on a 

[(tr. *atr .  * l " ) (x ) -  (/3o,. * r =< 1/n 

quels que soient le type ~ E ~,  x E E et n ~ N. 

En effet, on a z = limrbk, b, E E :  or, par hypoth~se 

I(tr. * atr.)(bk + x )  - (13o'.)(b~ + x) l  <= l l n  

quel que soit x E E. 

II suflit alors de faire tendre k vers + oo suivant I'ultrafiltre T" pour obtenir 
rin6galit6 chereh6e. C.O.F.D. 

L~ME IV.2. Soient tr,., r deux suites ( a, /3 )-approximantes et tr,... = ~r,. * ~-.. 

Alors, pour tout x E E, on a 

I(tr,~. * a~rs.. ) (x  ) - (l~r.~. ) ( x  )[ <= l / m  + l /n.  

D'apr6s le lemme pr6e6dent, on a I(tr,. *atr,. * r * r)(x)l--< 1/m 

quel que soit le type r sur E. On prend ~" = r * az.. D'apr6s les propri6t6s du 

produit de convolution, on obtient- 

(i) I(a,. *r *a(Crm * z . ) ) ( x ) -  (/3or,, *~'. * ar  = < 1/m 

mais ia i suite z. 6tant (a,/3)-approximante, on a, d'apr~:s le m6me lemme: 
i 

I(~. * ' ~ .  * ~ ) ( x ) -  (t3~'. * ~ ) ( x ) l -  l /n.  

On prend ici ~" =/3or,., ce qui donne: 

I ( ~ m  * "~'n * Ol~Tn)( x ) -- ~(~rm * ~'n)fX) I ~-~ 1In. 
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En combinant cette in6galit6 avec (i) on obtient le r6sultat cherch6. C.Q.F.D. 

Une partie C non vide de 5e sera appel6e une classe conique si: 

(a) C est ferm6e et # {0}, 

(b) si or E C, alors Aor E C pour tout A E R+, 

(c) si or, ~- E C, alors or * ~" E C. 

On pose ~ = {or ~ 6e; or(0) = 1}; ~ est une partie compacte de ~ ;  C O ~Tj est 

donc compact et non vide (prendre or E C, or# 0 et consid6rer le type or(0) tor). 

Par ailleurs, une classe conique C est d6termin6e par son intersection avec 5el, 

puisqu'on a 6videmment C = {)to-; )t E R+, or E C O ~} .  

LEMME IV.3. Toute classe conique contient une classe conique minimale. 

I1 suffit d 'appliquer le th6or6me de Zorn h l 'ensemble des classes coniques 

ordonn6 par l'inclusion. 

Si ~f est un ensemble ordonn6 de classes coniques, alors n c ~ e e C ~  {0}, car 

n c ~  c o 5e~ ~ o (intersection d 'une famille totalement ordonn6e de compacts 

non vides). Donc n c ~ e c  est une classe conique qui est un minorant de if'. 

C.Q.F.D. 

LEMME IV.4. Soient C une classe conique e t a  >= O. Alors il existe [3 >= 1 et une 

suite or, ~ C n 5~a qui est (a, [3)-approximante. 

On prend un type cr E C, or(0) = 1 et on consid~re une suite ~:t," �9 ", sr "" �9 de 

vecteurs ind6pendants sur E, r6alisant tous le type or sur E. Si u = 

)tl~t + ' "  �9 + A,~, est une combinaison lin6aire des ~i, alors le type r6alis6 par u 

sur E est ( )hor)* '"  .*()t.or), donc est dans C. 

Soit H l e  compl6t6 de l 'espace engendr6 par ~ , . . . ,  ~:,, �9 �9 �9 ; la suite (~,) est une 

base sym6trique inconditionnelle (de constante 1) de H. On d6finit un op6rateur 

T : H---~ H e n  posant T~:. = ~:2, + a~2,+~; d'apr~s la sym6trie de la base ~,, on a 

imm6diatement Ilull_-<llTull=<(1 + ~)llull pour tout u ~ H. Par ailleurs, on a 

6videmment II Zu - ~, II => 1 pour tout u E H, donc T n'est pas inversible. I1 en 

r6sulte que le spectre de T a des points fronti~re qui sont r6els _--> 0. Soit [3 => 0 un 

tel point fronti~re et u, une suite d'616ments de H, Iiu, II = 1, telle que 

(proposition IV.l).  On peut 6videmment supposer que 

chaque u. est combinaison lin6aire (finie) des ~,. On a/3 = 1 car II Zu. II--> II u, II = 

1 et It 7-u, II--, [3. Soit c,. u C le type r6alis6 sur E par u,. Pour tout x E E on a 

Ill Zu, + x II- 11 flu, + x 11[ =< l[ Tu. - flu, l[ <= 1/n. Or il est clair que le type r6alis6 

sur E par Tu. est or, * act., ce qui donne [ (or, * a~r, ) (x) - ([3or.) (x)[ = 1/n, quel 

que soit x E E. La suite or. est donc (a, [3)-approximante. C.Q.F.D. 
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LEr~E IV.5. Soient C une classe conique minimale, et a >= O. Alors il existe 

[3 >= 1 tel que tout point de C soit limite d 'une suite (a, [3)-approximante 

d'~l~ments de C. 

D'apr~s le lemme pr6c6dent,  on peut  choisir/3 => 1 tel qu'il existe dans C une 

suite or, qui est (a, [3)-approximante et telle que or. E 6el; [3 6tant ainsi fix6, 

d6signons par C '  l 'ensemble des o -E  C qui sont limite d 'une  suite (a, [3)- 

approximante  d'616ments de C I1 suttit de montrer  que C '  est une classe 

conique; en effet, par minimalit6 de C, on aura alors C = C', ce qui  est la 

conctusioh cherch6e. 

Comme 5el est compact,  il y a une sous-suite des or~ qui converge vers 

or ~ f f  N b~,. Comme une sous-suite d 'une suite (a, [3)-approximante l'est aussi, 

on voit que or E C'. Comme orfi 0, on a montr6 que C ' ~  {0}. 

C' estfermd: soit or,. une suite dans C',  or,~ --~ or; donc or E C. Pour  chaque m 

on a une suite approximante  or,~., qui tend vers or,, quand n --~ ~. On peut  donc 

choisir un entier n ( m )  >- m tel que d(or,,.,~,"~, or,.) -_< 2-,. (d 6tant une distance sur 

qui d6finit la topologie de ~-). Posons z,. = orm.,~,"~; 6videmment r,. ~ or. Par 

ailleurs, pour  tout x ~ E, on a 

I �9 _-< 1/, , ( , . , , )_-< 1/m. 

donc r," est une suite (~, f l)-approximante.  

Si or ~ C' et A _-> 0, alors Aor ~ C' 

Soit or" une suite (a, [3)-approximante tendant  vers or. On a 

I (Aor" * aaor,,,) ( x )  - ( [3Aor , . ) (x ) l  = ,X I for" * o, o r , . ) ( x / X )  - (t3o-,") ( x /~ )1 - -<  ;tim 

quel que soit x ~ E. Par suite, si k~, est un e n t i e r =  > A, la suite A.or~,,,, est 

(a, [3)-approximante. Comme elle tend vers Aor, on a Aor U C'. 

Si or, r E C' alors or * r E C' 

Soient or,,, z, ~ C, deux suites (c~, [3)-approximantes tendant  respectivement 

vers or, r. Alors o',, * t - + o r  * r (le produit  de convolution est s6par6ment 

continu). Pour m fix6, or" * r ,  ~ or" * r quand n --~ ~. Pour  chaque m, on peut  

�9 r < 2  -= donc choisir n ( m )  >-_ m tel que d(or,. * r,~,.~, or,. ) = . Alors or" = or., * r. tm 

tend vers or * r quand m --+ ~. Par ailleurs, d'apr~s le lemme IV.2, on a pour  tout 

x E E :  
I (or '*  c~or')(x) - ([3or L)(x)l--< 1/m + 1/n(m)  <= 2/m. 

Cela montre  que la suite or'" est (~, [3)-approximante. Donc sa limite or * r e s t  

clans C'. C.Q.F.D. 
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LEMME IV.6. Soit C une classe conique minimale.  Alors ii existe r E C, ~ 0 

avec la propri~t~ suioante : pour tout a > O, il existe /3 > 1 tel que r * ot~r = tier. 

Soit b~l = {a E b~; cr(0) < 1} qui est un espace compact. Pour chaque a E Q+ et 

a E A (partie d6nombrable dense de E),  on d6finit la fonction too.~ : b~ --, R+ en 

posant too.~ (o-) = (~r * a ~ ) ( a ) .  La fonction (,7, 1")-* (o~ * a~')(a ) 6tant s,~par6ment 

continue sur b~ x b~ est de premiere classe de Baire sur cet espace (lemme ILl).  

II en r6sulte que to~.o est de premiere classe de Baire sur b~, donc aussi 

6videmment sur le sous-espace b"'~'n C, o6 ,Y~'={o-E , Y ; 0 < o ' ( 0 ) < l } .  Or 

~'[ n C est ouvert dans le compact ,Y', rl C, donc est un espace de Baire. II existe 

donc un point 0 de cet espace qui est point de continuit6 pour toutes les 

fonctions de la famille d6nombrable (to o.o)oeo*, o ~ (consid6r6es comme foncfions 

sur ,Y'[ n C) qui sont des fonctions de premiere classe de Baire. 

Soit a E Q+; d'apr~s le lemme IV.5 il existe fl _-> 1 et une suite or, E C, 

(a, fl)-approximante et tendant vers 6.. Comme Ae'l' n C est, dans C, un voisinage 

ouvert de ~, on voit que to~.o (or,)--* to~.~ (0).  Or 

[(o-, *acr , ) (a ) - ( l~r , ) (a ) l - - ->O,  ( /3o ' , ) (a ) - -*( /~) (a)  et 

(or. * ao'.) (a)  = tO..~ (o,.)---> to..o (6") = (6" * ct6") (a). 

I Ien r6sulte que, pour tout a E Q+, il existe/3 _-> 1, tel que, pour tout a E A on ait 

( 6 " * a 6 " ) ( a ) = ( ~ ) ( a ) .  Comme A est dense dans E, on a 6"*a6"=/36". Si 
maintenant on prend a ~ R+, soit a .  ~ Q+, a .  ---} a, d'ofa 6- * a.6" =/3.6". On a 

6"~ 0 (car ~ ~ 5e'~) donc 6.(0) > 0. La suite/3.6.(0) ~tant born~e, la suite/3, l'est 

aussi; en prenant une sous-suite, on peut supposer que/3.  ---}/3. Donc 6. * a6" = 

/36". C.Q.F.D. 
Le th6or~me IV.2 r6sulte imm6diatement des lemmes IV.3 et IV.6. Cela 

termine la preuve du th6or~me IV.1. 
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